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1.1.2 Subdiferenţiala unei funcţii convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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2.2.2 Problema duală . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Reducerea la cazul obstacolului nul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.4 Metoda de dualitate pentru probleme cu obstacol general . . . . . . . . . 47

2.5 Exemple numerice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3 Probleme de ordin patru 55
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3.3 Problema plăcii ı̂ncastrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Introducere

Inegalităţile variaţionale reprezintă un subiect de interes ı̂n matematică,
fizică sau informatică, având aplicaţii variate. Una din problemele care se
formulează cu ajutorul inegalităţilor variaţionale este problema obstacolului.
Rezolvarea problemei de obstacol ı̂nseamnă a rezolva, de fapt, o clasă de
probleme de optimizare cu restricţii sau de probleme de frontieră liberă, aşa
cum au remarcat Lewy şi Stampacchia [90].

În această lucrare prezentăm algoritmi de rezolvare bazaţi pe dualitate
pentru probleme variaţionale asociate ecuaţiilor şi inecuaţiilor variaţionale
eliptice. Menţionăm că rezultatele originale prezentate ı̂n Capitolul 2 au fost
publicate ı̂n articolele Merluşcă [100], [101] şi [103], iar rezultatele originale
din Capitolul 3 au fost publicate ı̂n Merluşcă [102]. Metodologia folosită
dezvoltă idei introduse ı̂n Sprekels şi Tiba [128], Neittaanmaki, Sprekels şi
Tiba [107].

Cuvinte cheie: problema obstacolului, Teorema lui Fenchel, problema
aproximantă, metode de aproximare, operator biharmonic.

1 Preliminarii matematice

În acest capitol se descriu pe scurt rezultate şi noţiuni matematice folosite
ı̂n continuare, referitoare la analiză funcţională, spaţii Sobolev, probleme
de optimizare, teoria dualităţii, ecuaţii şi inecuaţii variaţionale, metode de
aproximare.

2 Probleme de ordinul doi

Tratăm problema obstacolului de ordinul al doilea cu obstacol nul sau nenul,
aplicând o metodă bazată pe dualitate şi arătăm că este suficient să re-
zolvăm o problemă de minimizare pătratică finit dimensională pentru a
obţine soluţia aproximativă a problemei. În literatura matematică există
abordări bazate pe teoria dualităţii, diferite de metodele pe care le intro-
ducem ı̂n această teză. Ito şi Kunisch [79], au introdus o strategie de tip
”primal-dual active set” şi au demonstrat că metoda este echivalentă cu
metoda seminetedă a lui Newton. O analiză utilizând teorema lui Fenchel şi
metoda seminetedă a lui Newton a fost utilizată ı̂n articolul lui Hintermüller
şi Rösel [78] pentru a obţine rezultate asupra problemelor de contact semi-
statice.
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2.1 Metoda de dualitate pentru probleme cu obstacol nul

Discutăm problema obstacolului definită pe un spaţiu Sobolev W 1,p
0 (Ω), cu

p > dim Ω. Ideea pe care o prezentăm este de a rezolva această problemă cu
ajutorul unei probleme aproximante şi a dualei acesteia. Aplicăm Teorema
de dualitate al lui Fenchel şi analizăm problema duală obţinută. Arătăm că
soluţia problemei duale aproximante este o combinaţie liniară de distribuţii
Dirac. În concluzie, rezolvând o problemă de minimizare pătratică, putem
construi soluţia aproximativă a problemei primale aplicând o formulă de
corespondenţă dintre soluţia duală şi cea primală.

Considerăm că Ω ⊂ Rn este o mulţime deschisă şi mărginită cu propri-
etatea tare Lipschitz locală. Studiem problema de obstacol

min
y∈W 1,p

0 (Ω)+

{
1

2
‖y‖2

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω
fy

}
(1)

unde f ∈ L1(Ω), p > n = dim Ω, şi W 1,p
0 (Ω)+ = {y ∈ W 1,p

0 (Ω) : y ≥
0 in Ω}.

Cu Teorema Sobolev avem W 1,p(Ω) → C(Ω) şi are sens să considerăm
următoarea problemă aproximantă

min

{
1

2
‖y‖2

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω
fy : y ∈W 1,p

0 (Ω); y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k

}
(2)

unde {xi}i∈N ⊆ Ω este o mulţime densă ı̂n Ω, căreia nu i se impun condiţii
de nedegenerare sau uniformitate ca ı̂n teoria elementului finit. Petru orice
k ∈ N, notăm Ck = {y ∈ W 1,p

0 (Ω) : y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k} conul ı̂nchis şi
convex.

Propozitia 2.1. Problema (1) admite soluţie unică ȳ ∈W 1,p
0 (Ω)+ şi proble-

ma (2) are o unică soluţie ȳk ∈ Ck, pentru orice k ∈ N.

Mai mult, obţinem următorul rezultat de aproximare

Teorema 2.2. Şirul {ȳk}k al soluţiilor problemelor (2), pentru k ∈ N, este
un şir tare convergent ı̂n W 1,p(Ω) la unica soluţie ȳ a problemei (1).

Aplicăm Teorema de dualitate a lui Fenchel pentru a obţine proble-
mea duală asociată problemei (2). Pentru a realiza acest lucru, considerăm
funcţionala

F (y) =
1

2
‖y‖2

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω
fy, y ∈W 1,p

0 (Ω). (3)

Fie q exponentul conjugat a lui p. Folosind definiţia conjugatei convexe şi
faptul că aplicaţia de dualitate J : W 1.p

0 (Ω)→ W−1,q(Ω) este operator uni-
voc şi bijectiv calculăm conjugata convexă a acestei funcţionale si obţinem
F ∗(y∗) = 1

2‖f + y∗‖2W−1,q(Ω).
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Considerăm funcţionala gk = −ICk
. Atunci, conjugata concavă este

g•k(y
∗) = inf {(y, y∗)− gk(y) : y ∈ Ck} =

{
0, y∗ ∈ C∗k
−∞, y∗ 6∈ C∗k

unde C∗k = {y∗ ∈W−1,q(Ω) : (y∗, y) ≥ 0,∀y ∈ Ck}.

Lema 2.3. Conul polar al lui Ck este

C∗k =
{
u =

∑k
i=1 αiδxi : αi ≥ 0

}
unde δxi sunt distribuţiile Dirac concentrate ı̂n xi ∈ Ω, adică δxi(y) = y(xi),
y ∈W 1,p

0 (Ω).

Cum domeniul lui gk este D(gk) = Ck şi funcţionala F rămâne continuă
pe conul convex şi ı̂nchis Ck, ipotezele Teoremei lui Fenchel sunt satisfăcute.
Atunci

min
y∈Ck

{
1

2
‖y‖2

W 1,p
0 (Ω)

−
∫

Ω
fy

}
= max

y∗∈C∗
k

{
−1

2
‖y∗ + f‖2W−1,q(Ω)

}
. (4)

Obţinem astfel problema duală aproximante asociată problemei (2)

min

{
1

2
‖y∗ + f‖2W−1,q(Ω) : y∗ ∈ C∗k

}
. (5)

Teorema 2.4. Fie ȳk soluţiile problemelor aproximante (2) şi ȳ∗k soluţia
problemei duale aproximantă (5). Atunci relaţia dintre cele două soluţii
este dată de formula

ȳk = J−1(ȳ∗k + f) (6)

unde J este aplicaţia de dualitate J : W 1.p
0 (Ω) → W−1,q(Ω). Mai mult,

(ȳ∗k, ȳk) = 0.

Observaţia 2.5. Deoarece ȳ∗k ∈ C∗k , conform Lemei 2.3, rezultă α∗i ȳk(xi) =

0, ∀i = 1, 2, . . . , k . În concluzie, multiplicatorii lui Lagrange α∗i sunt nuli
dacă ȳk(xi) > 0 şi pot fi pozitivi doar când restricţia este activă, adică
ȳk(xi) = 0.

2.2 Metoda de dualitate pentru probleme cu obstacol
general

Extindem acum metoda bazată pe dualitate la cazul cu obstacol general.
Vom aplica o reducere a cazului de obstacol general la cazul obstacolului nul,
prezentat anterior. În acest scop, arătăm ı̂ntâi că putem ı̂nlocui obstacolul
iniţial cu un obstacol cu urmă nulă pe frontieră. Soluţia problemei obţinute
coincide cu cea a problemei iniţiale. Ulterior, putem efectua o translaţie la
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cazul obstacolului nul şi putem aplica toată teoria dezvoltată ı̂n secţiunea
anterioară.

Considerăm următoarea problemă de obstacol

min

{
1

2

∫
Ω
|∇y|2 −

∫
Ω
fy : y ∈ Kψ

}
, (7)

unde Kψ = {y ∈ H1
0 (Ω) : y ≥ ψ}, ψ ∈ H1(Ω), ψ|∂Ω ≤ 0 şi f ∈ L2(Ω).

Unica soluţie a problemei (7) aparţine lui H2(Ω).

Lema 2.6. Fie yψ soluţia problemei (7) şi ŷ soluţia problemei

−∆ŷ = f, pe Ω ,
ŷ = 0, pe ∂Ω ,

(8)

Atunci yψ ≥ ŷ aproape peste tot pe Ω.

Problema (7) ı̂n care ı̂nlocuim ψ cu ψ̂ = max{ŷ, ψ} ∈ H1
0 (Ω) are aceeaşi

soluţie yψ.

Prin translaţie, problema cu obstacol nul pe care o folosim, este

min
y∈K0

{
1

2

∫
Ω
|∇y|2 −

∫
Ω
fy +

∫
Ω
∇ψ̂∇y

}
. (9)

unde K0 = {y ∈ H1
0 (Ω) : y ≥ 0 a.p.t. Ω} = (H1

0 (Ω)+.
Problema admite soluţie unică, deoarece funcţionala

∫
Ω(fy − ∇ψ̂∇y)

este liniară. Fie y0 acestă soluţie.

Propozitia 2.7. Soluţia problemei (7) se calculează adunând la y0 pe ψ̂,
adică

yψ = y0 + ψ̂ . (10)

Pentru a aplica rezultatele de mai sus, impunem acum condiţia p >
dim Ω, deci vom considera că Ω are dimensiunea 1. Astfel ne stabilim ı̂n
cadrul familiar al spaţiului Sobolev H1

0 (Ω) (deci p = 2).
Definim f̂ ∈ H−1(Ω) prin (f̂ , y)H−1(Ω)×H1

0 (Ω) =
∫

Ω(fy −∇ψ̂∇y), ∀y ∈
H1

0 (Ω). Considerăm problema aproximantă

min

{
1

2

∫
Ω
|∇y|2 − (f̂ , y)H−1(Ω)×H1

0 (Ω), : y ∈ Ck
}
, (11)

unde Ck = {y ∈ H1
0 (Ω) : y(xi) ≥ 0,∀i = 1, 2, . . . , k} şi {xi}i este o mulţime

densă ı̂n Ω.

Propozitia 2.8. Problema (11) admite soluţia unică y0
k ∈ Ck.

Folosind Teorema de scufundare Sobolev şi slaba semicontinuitate a
normei se poate demonstra rezultatul următor, folosind tehnici similare celor
din demonstraţia Teoremei 2.2.
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Corolarul 2.9. Şirul {y0
k}k soluţiilor problemelor (11), pentru k ∈ N, este

tare convergent ı̂n H1
0 (Ω) la unica soluţie y0 a problemei (9).

Aplicând Teorema lui Fenchel problemei (11) obţinem problema duală

min

{
1

2
|y∗ + f̂ |2H−1(Ω) : y∗ ∈ C∗k

}
, (12)

unde arătăm că C∗k = {y∗ ∈ H−1(Ω) : y∗ =
∑k

i=1 αiδxi , αi ≥ 0} este conul
dual.

Problema (12) se explicitează ca o problemă de minimizare pătratică
care se rezolvă cu Matlab.

Observaţia 2.10. Fie ŷ∗k soluţia problemei duale aproximante (12). Cum
ŷ∗k ∈ C∗k , este suficient să calculăm coeficienţii α∗i , datorită formulei formei
conului dual. Soluţia y0

k problemei aproximante (11) este calculată folosind

egalitatea y0
k = J−1(ŷ∗k+f̂) (Teorema 2.4), unde J este aplicaţia de dualitate

J : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) şi de asemenea avem α∗i yk(xi) = 0, ∀i = 1, k.

Obţinem formula pentru soluţia problemei aproximante, notată cu y0
k,

y0
k =

k∑
i=1

α∗i J
−1(δxi) + J−1(f̂)

folosind aici faptul că aplicaţia de dualitate J : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) este

definită prin J(y) = −y′′. Atunci aplicând (10) găsim soluţia aproximantă
a problemei cu obstacol general (7).

2.3 Exemple numerice

În această secţiune aplicăm rezultatele teoretice de mai sus pentru a rezolva
problemele de obstacol de ordinul doi ı̂n dimensiune unu. Comentăm aici
pe scurt doar unul din exemplele din teză.

Exemplul 2.1. Considerăm acum un exemplu cu obstacol general:

min

{
1

2

∫
Ω
|∇y|2 −

∫
Ω
fy : y ∈ Kψ

}
, (13)

unde Kψ = {y ∈ H1
0 (Ω) : y ≥ ψ}, Ω = (−1, 1), ψ(x) = −x2 + 0.5 şi

f(x) =

{
−10, |x| > 1/4 ,
10− x2, |x| ≤ 1/4 .

Reprezentăm ı̂n Figura 1 soluţia problemei duale aproximative, iar ı̂n
Figura 2 obstacolul ψ şi două soluţii aproximative, prima calculată cu metoda
bazată pe dualitate şi cealaltă calculată cu metoda IPOPT [137]. Cele două
soluţiii coincid grafic.
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Figura 1: Soluţia problemei duale
aproximative.

Figura 2: Soluţia prin metoda de
dualitate şi soluţia metodei IPOPT.

3 Probleme de ordin patru

Problema obstacolului pentru operatorul biharmonic este un subiect intens
exploatat ı̂n cercetarea matematică. Printre numeroasele lucrări care au
tratat acestă problemă putem aminti articolul lui Caffarelli, Friedman şi
Torelli [37], An, Li şi Li [8], Anedda [10], Landau şi Lifshitz [89], Brezis şi
Stampacchia [33] sau Comodi [45].

Dualitatea este o metodă este o metodă cunoscută ı̂n teoria plăcilor.
Amintim articolul lui Yau şi Gao [141] ı̂n care este stabilit un principiu gen-
eralizat de dualitate, bazat pe o versiune neliniară a teoriei dualităţii lui
Rockafellar [118], cu ajutorul căruia se obţine pentru problema de obsta-
col von Kármán o problemă duală semi-pătratică. Reamintim lucrările lui
Neittaanmaki, Sprekels şi Tiba [107] şi Sprekels şi Tiba [128] ı̂n care sunt
studiate arcele Kirchhoff-Love, obţinându-se formule explicite ale soluţiei.

3.1 Problema plăcii aşezate cu obstacol nul

Considerăm că Ω ⊂ Rn, cu n ≤ 3, este un domeniu cu proprietatea tare
Lipschitz locală. Notăm cu V spaţiul H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ı̂nzestrat cu produsul

scalar (u, v)V =
∫

Ω ∆u∆v. Norma |y|V =
(∫

Ω(∆y)2
) 1

2 este echivalentă cu
norma uzuală din spaţiul Sobolev.

Considerăm următoarea problemă de obstacol

min
y∈K

{
1

2

∫
Ω

(∆y)2 −
∫

Ω
fy

}
(14)

unde f ∈ L2(Ω) şi K = {y ∈ V : y ≥ 0 in Ω}, care este un model simplificat
pentru placa aşezată.
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Conform Teoremei de scufundare Sobolev, şi folosind faptul că dim Ω ≤
3, avem H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) → C(Ω). Atunci se poate defini următoarea prob-
lemă aproximantă

min

{
1

2

∫
Ω

(∆y)2 −
∫

Ω
fy : y ∈ V ; y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k

}
(15)

unde {xi}i∈N ⊆ Ω este o mulţime densă ı̂n Ω. Pentru orice k ∈ N, notăm
conul ı̂nchis şi convex Ck = {y ∈ V : y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k}.

Propozitia 3.1. Problema (14) are o unică soluţie ȳ ∈ K şi problema (15)
admite soluţia unică ȳk ∈ Ck, pentru orice k ∈ N.

Mai mult, obţinem următorul rezultat de aproximare

Teorema 3.2. Şirul {ȳk}k soluţiilor problemelor (15), pentru k ∈ N, este
tare convergent ı̂n V la unica soluţie ȳ a problemei (14).

Notăm V ∗ spaţiul dual al lui V . Observăm că H−2(Ω) nu este dens ı̂n
V ∗, deoarece nici H2

0 (Ω) nu este dens ı̂n V . Dar incluziunea H2
0 (Ω) ⊂ V

este continuă, atunci pentru orice y∗ ∈ V ∗ restricţia y∗|H2
0 (Ω) aparţine lui

H−2(Ω). Astfel obţinem următorul rezultat

Lema 3.3. Aplicaţia de dualitate J : V → V ∗ poate fi definită prin

J(v) = ∆∆v.

Conform Teoremei lui Fenchel, problema duală aproximantă asociată
problemei (15) este

min

{
1

2
|y∗ + f |2V ∗ : y∗ ∈ C∗k

}
. (16)

unde arătăm că C∗k =
{
u =

∑k
i=1 αiδxi : αi ≥ 0

}
, ca ı̂n Lema 2.3.

Teorema 3.4. Considerăm ȳk soluţia problemei aproximante (15) şi ȳ∗k
soluţia problemei duale aproximante (16). Atunci ȳk = J−1(ȳ∗k + f) unde J
este aplicaţia de dualitate J : V → V ∗.

În plus, (ȳ∗k, ȳk)V ∗×V = 0.

Observaţia 3.5. Avem din nou α∗i ȳk(xi) = 0, ∀i = 1, 2, . . . , k.

3.2 Problema plăcii ı̂ncastrate

Ne ı̂ndreptăm acum atenţia spre problema plăcii cu margini ı̂ncastrate. Vom
dezvolta o teorie similară cu cea expusă anterior. Există diferenţe faţă de
cele prezentate anterior datorită faptul că principiul de maxim nu mai este
valabil ı̂n general pentru condiţiile la limită
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u = 0, ∂u
∂n = 0, pe ∂Ω.

Considerăm Ω ⊂ Rn, cu n ≤ 3, o mulţime deschisă şi mărginită cu
prorietatea tare Lipschitz locală. În această secţiune, notăm cu V spaţiul
Hilbert H2

0 (Ω) ı̂nzerstrat cu produsul scalar (u, v)V =
∫

Ω ∆u∆v.
Studiem problema de obstacol

min
y∈K

{
1

2

∫
Ω

(∆y)2 −
∫

Ω
fy

}
(17)

unde f ∈ L2(Ω) şi K = {y ∈ V : y ≥ 0 in Ω}.
Problema (17) admite soluţia unică ȳ ∈ K.
Cu Teorema de scufundare Sobolev şi folosind faptul că dim Ω ≤ 3, avem

H2
0 (Ω) → C(Ω), lucru care ne ı̂mputerniceşte să considerăm următoarea

problemă aproximantă

min

{
1

2

∫
Ω

(∆y)2 −
∫

Ω
fy : y ∈ V ; y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k

}
(18)

unde {xi}i∈N ⊆ Ω este mulţime densă ı̂n Ω. Pentru fiecare k ∈ N, considerăm
conul ı̂nchis şi convex Ck = {y ∈ V : y(xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k}.

Problema aproximantă (18) are soluţia unică ȳk ∈ Ck, pentru orice k ∈ N.
Şi ı̂n acest caz, obţinem rezultatul de aproximare

Teorema 3.6. Şirul {ȳk}k al soluţiilor problemelor (18), indexat după k ∈
N, este tare convergent ı̂n V la unica soluţie ȳ a problemei (17).

Problema duală aproximantă asociată problemei (18) este

min

{
1

2
|y∗ + f |2V ∗ : y∗ ∈ C∗k

}
. (19)

Demonstrăm un rezultat similar cu cel obţinut ı̂n cazul plăcii simplu aşezate.

Teorema 3.7. Considerăm ȳk soluţia problemei primale aproximante (18)
şi ȳ∗k soluţia problemei duale aproximante (19). Atunci ȳk = J−1(ȳ∗k + f)
unde J este aplicaţia de dualitate J : V → V ∗. Mai mult, (ȳ∗k, ȳk) = 0.

Observaţia 3.8. De asemenea putem observa că şi ı̂n acest caz este valabilă
relaţia de complementaritate. α∗i ȳk(xi) = 0, ∀i = 1, 2, . . . , k.

3.3 Aplicaţii numerice şi comparaţia cu alte metode

Detaliem aici două exemple numerice referitoare la placa aşezată şi com-
parăm rezultatele cu alte metode de rezolvare numerică. În teză, se indică
şi exemple referitoare la placa ı̂ncastrată.
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Table 1: Valorile optime ale funcţionalei energie pentru diferite reţele.

k 205 682 1031 1431 1912 2797

IPOPT -55.8069 -57.9099 -58.168 -58.3493 -58.4457 -58.5392
Dual -78.0675 -80.5279 -80.8705 -81.113 -81.2397 -81.3977

Exemplul 3.1. Luăm Ω discul unitate ı̂n R2 şi considerăm problema cu
obstacol nul

min
y∈K

{
1

2

∫
Ω

(∆y)2 −
∫

Ω
fy

}
(20)

unde K = {y ∈ H1
0 (Ω)∩H2(Ω) : y ≥ 0 in Ω} şi f(x1, x2) = 100(−x2

1+3x1).
Calculăm două soluţii. Cea obţinută prin metoda de dualitate este

reprezentată ı̂n Figura 3 şi cea dată de metoda directă (IPOPT [137]) este
reprezentată ı̂n Figura 4. Observăm că cele două soluţii nu coincid.

Figura 3: Soluţia obţinută cu aju-
torul metodei de dualitate.

Figura 4: Soluţia obţinută prin
metoda directă.

Cu ajutorul Tabelului 1 conchidem că valorile optime ale funcţionalei
energie sunt mai mici atunci când soluţia este calculată prin metoda de du-
alitate. Aceasta arată că metoda de dualitate produce o soluţie mai precisă.

Exemplul 3.2. În cazul operatorilor de ordin patru, procedura de reducere
la cazul obstacolului nul generalizează ideile de la operatorii de ordin doi,
apărând dificultăţi suplimentare datorită pierderii proprietăţilor de regular-
itate.

Considerăm Ω = (0, 2) × (0, 1) şi luăm f(r) = −10(−2r2 + 20r − 2) şi
obstacolul general ψ(r) = −r2 + 2r − 1.5, unde r =

√
x2 + y2.

Reprezentăm soluţia obţinută prin dualitate ı̂n Figura 5, iar ı̂n Figura 6
soluţia obţinută cu metoda de optimizare IPOPT [137].

Deşi soluţiile sunt diferite grafic, Tabelul 2 arată că, ı̂n cazul metodei
bazată pe dualitate, valorile optimale ale funcţionalei energie sunt mai mici
decât ı̂n cazul soluţiei obţinute prin metoda de optimizare IPOPT [137].
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Figura 5: Soluţia obţinută prin
metoda duală.

Figura 6: Soluţia obţinută prin
metoda directă.

Table 2: Valorile optimale ale energiei obţinute pentru diverse valori ale lui
k.

k 322 484 716 1430 1920 2568

IPOPT -105.675 -108.804 -107.047 -104.101 -103.9 -103.802
Dual -118.551 -121.568 -121.447 -118.268 -118.135 -118.143

Această lucrare a fost realizată ı̂n cadrul proiectului ”Doctoratul ı̂n
Ştiinţe fundamentale – Începutul unei cariere de vârf ı̂n cercetare”, cofinanţat
de Uniunea Europeană şi Guvernul României prin Programul Operaţional
Sectorial Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, contractul de finanţare
nr. POSDRU/107/1.5/S/82514.
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Sci, 273:35–37, 1971.
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[100] D. R. Merluşcă. A duality algorithm for the obstacle problem. Annals of the

Academy of Romanian Scientists, 5(1–2):209–215, 2013.
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[103] D. R. Merluşcă. Application of the Fenchel theorem to the obstacle problem.

In Barbara Kaltenbacher et al., editor, System Modeling and Optimization, vol-

ume System Modeling and Optimization of IFIP Advances in Information and

Communication Technology, pages 179–186. Springer Verlag, to appear, 2014.

[104] C. M. Murea and D. Tiba. A direct algorithm in some free boundary problems.

BCAM Publications, 2012.

[105] C. M. Murea and D. Tiba. A penalization method for the elliptic bilateral obstacle

problem. In Barbara Kaltenbacher et al., editor, System Modeling and Optimiza-

tion, volume System Modeling and Optimization of IFIP Advances in Information

and Communication Technology, pages 187–196. Springer Verlag, to appear, 2014.

[106] W. Murray. Analytical expressions for the eigenvalues and eigenvectors of the

hessian matrices of barrier and penalty functions. Journal of Optimization Theory

and Applications, 7(3):189–196, 1971.



[107] P. Neittaanmaki, J. Sprekels, and D. Tiba. Optimization of elliptic systems.

Springer, 2006.

[108] J.C.C. Nitsche. Variational problems with inequalities as boundary conditions

or How to fashion a cheap hat for giacometti’s brother. Archive for Rational

Mechanics and Analysis, 35(2):83–113, 1969.

[109] J. T. Oden and J. N. Reddy. Variational methods in theoretical mechanics, vol-

ume 1. 1976.

[110] R. Pei. Existence of solutions for a class of biharmonic equations with the Navier

boundary value condition. Boundary Value Problems, 2012(1), 2012.

[111] P. Peisker. A multilevel algorithm for the biharmonic problem. Numerische Math-

ematik, 46(4):623–634, 1985.
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